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Njéra nga katér fushat kryesore né olimpiada matematike, teoria e numrave konsiderohet
nga shumé si disiplina mé e vjetér né matematike. Théné me pak fjalé, teoria e numrave
merret me studimin e numrave té ploté dhe numrave té thjeshté. Bashkésia e numrave té
ploté shénohet me Z dhe pérmban

{...,=3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Qéllimi i kétij materiali éshté paisja e nxénésve me njohuri té mjaftueshme pér té kuptuar
dhe zgjidhur problemet e nivelit 1/4 né olimpiadén ndérkombétare té matematikés. Nése
véreni probleme me kété material, ju lutem mé kontaktoni né ajvazaj.leart@gmail.com.

1 Moduli I - Plotpjesétueshmeria

1.1 Plotpjesétueshmeéria

Njéra nga ideté mé té réndésishme né teoriné e numrave éshté ajo e plotpjesétueshmeérisé.
Né shkollé fillore mésojmé operacionin e pjesétimit duke vendosur theks té vecanté né rastet
kur mbetja nga pjesétimi i njé numri me njé tjetér éshté zero. Né kéto raste kemi té béjmeé
me plotpjesétueshmeéri.

Definicion 1.1. Le té jené a dhe b numra té ploté dhe a # 0. Themi se a ndané b (ose b
éshté i plotpjesétueshém me a), shénuar si a | b, nése ekziston njé numér i ploté ¢ ashtu

qé b = a - c. Mund ta shohim kushtin a | b si b € N.
a

Shembuy:
e 3|15 (3 ndané 15) meqé 15 =3 - 5.

e l|npérgdone€Zpasin=1-n.



e 3| —6pasi —6=3-(-2)
e 7 nuk e ndané 80 (shénohet 71 80)

Nése a | b themi se a éshté faktor i b dhe b éshté shuméfish i a. Vérejmé qé shuméfishét e
njé numri té ploté n jané 0, £n, £2n, £3n, ... Pra pér n numra té njépasnjéshém gjithmoné
ekziston njé shuméfish i n. Né vijim, do té tregojmé disa veti té plotpjesétueshmérisé.

Teoremé 1

Le té jené a,b, c,m dhe n numra té ploté dhe le té jeté a # 0. Nése a | b dhe a | ¢,
vértetoni qé a | mb + nc.

Vértetim. Pasi a | b dhe a | ¢ nga definicioni i plotpjesétueshmérisé fitojmé b = az dhe
¢ = ay ku z dhe y jané numra té ploté. Pra

mb + nc = maxr + nay = a - (mx + ny)

qé nga definicioni do té implikon qé a | mb + nc. O

Teoremé 2: Tranzitiviteti i Plotpjesétueshmérisé

Le té jené a,b dhe ¢ numra té ploté me a,b # 0. Nése a | b dhe b | ¢, atéheré a | c.

Vértetim. Meqgé a | b dhe b | ¢, kemi b = az dhe ¢ = by ku = dhe y jané numra té ploté. Pra
c=by=axy=a-(zy)
qé do té thoté se a | c. O

Sé bashku me definicionin e paré, mund ti pérdorim kéto dy veti pér té zgjidhur disa prob-
leme.

Ushtrim 1.1. Gjeni té gjithé numrat natyroré n té tillé qé n + 1 | n® + 1.

Zgjidhje. Vérejmé qé teorema 1 na tregon qé nése mbledhim (ose zbresim) dy shuméfishé té
njé numri, shuma (dhe ndryshimi) i tyre do té jeté shuméfish i atij numri. Pra pérdorim
teoremén 1 si vijon. Nése n + 1 | n? + 1 atéheré kemi n+1 | n? +1— (n —1)(n + 1) meqé
n+1|(n+1)(n—1). Prakemin+ 1| 2. Faktorét e vetém té 2 jané {1, —1,2, —2} pra kemi
kéto mundési:

n+l=1=n=0 0+1]0%+1.
ntl=-1=n=-2 —2+1](=22+1.
n+l=2=n=1 1+1]12+1.
n+l=-2=n=-3 —3+1](-3)2+1.
Pra vlerat e vetme té n qé plotésojné n + 1 | n* + 1 jané {—3,—-2,0,1}. a
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Ushtrim 1.2. Nése 17 | (3x + 2), tregoni qé 17 | (3% — z — 2).

Zgjidhje. Vérejmé qé 322 — x — 2 = (3z + 2)(x — 1). Pra mjafton té tregojmé qé 17 |
(3z + 2)(z — 1). Kjo vlen nga kushti i problemit 17 | 3z + 2 dhe teorema 2. O

Ushtrim 1.3. Vértetoni qé 6 | n®> —n pér ¢do n € N.

Zgjidhje. Faktorizojmé n® — n dhe kemi n® —n =n(n*>—-1)=n(n —1)(n+1). Pran®> —n
éshté prodhimi i tre numrave té njépasnjéshém. Nga tre numra té njépasnjéshém saktésisht
njéri éshté shuméfish i 3. Nga dy numra té njépasnjéshém saktésisht njéri éshté ¢ift. Pra
3] (n—=1)n(n+1)dhe 2| (n—1)n(n+1). Kemi qé (n — 1)n(n+ 1) éshté shuméfish i 2 dhe i

-1 1 -1 1
3 pra (n = Dn(n+1) dhe (n = Dn(n +1) jané numra té ploté. Kjo implikon qé ndryshimi
-1 1 -1 1 -1 1
i tyre éshté numeér i ploté. Pra (n Jn(n + 1) — (n )g(n +1) = (n )g(n +1) e N
qé implikon 6 | (n — 1)n(n + 1). O

Sé shpejti do té kemi mundési qé nga 2 | a dhe 3 | a té konkludojmé gé 6 | a pa pasur

nevojé pér té konsideruar ndryshimin 373 Pér kété na duhet té prezantojmé numrat
e thjeshté.

Né vijim jané disa veti té tjera té réndésishme. Nénésit inkurajohen té provojné ti vértetojné
kéto veti.

Teoremé 3

Le té jené a,b dhe ¢ numra té ploté. Atéheré kemi:
(a) Nése a | b dhe b # 0, atéheré |a| < ||
(b) Nése a | b dhe b | a, atéheré |a| = |b].
(c)

)

(d) Nése ¢ # 0, a | b atéheré dhe vetém atéheré kur ac | be.

Nése a | b dhe b # 0, atéhers 2 | b

Vértetim.

(a) Nése a | b kemi ak = b pér ndonjé k € Z. Meqé b # 0 kemi |b| = |ka| = |k| - |a|. Pasi
k # 0 kemi |k| > 1 pra |k| - |a| > |a|. Rrjedhimisht, |a| < |b].

(b) Nése a | b kemi ak = b pér ndonjé k € Z. Né anén tjetér, b | a implikon qé bk’ = a pér
ndonjé k' € Z. Duke kombinuar kéto dy relacione kemi

a=bk' = (ak)k' = akk'.
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Pra detyrimisht kemi k&’ = 1. Rrjedhimisht £ = +1, qe implikon |a| = |b].

(c) Meqé a | b kemi 2 € Z. Pasi 2 - a = b kemi edhe 2 | b.

(b) Nése a | b kemi b = ka pra bc = k(ac) qé implikon ac | be. Né anén tjetér ac | be
implikon bc = kac. Meqé ¢ # 0 mund té pjesétojmé té dy anét e barazimit me ¢ dhe
fitojmé b = ka pra a | b.

[
Ushtrim 1.4. Tregoni qé¢ 6 |a+b+c < 6] a®+ b + 3.

Zgjidhje. Nga njéri nga problemet paraprake kemi 6 | a® —a, 6 | 0> — b dhe 6 | ¢ — ¢. Nga
teorema 1 kemi 6 | a®* —a+ 0> — b+ —cpra6 | (a® + b+ ) — (a+b+c). Do té thoté
6la*+b¥+c* <= 6|la+b+ec. O

Problemet

Problem 1.1. Nése a®b + a | b* + a*b? + ab — a, tregoni qé a®b + a | a® + b°.
Problem 1.2. Tregoni qé 6 | n® + 5n.

Problem 1.3. Nése 4ab — 1| (4a® — 1)?, tregoni qé 4ab — 1| (a — b)%.

Problem 1.4. Nése 5 | a + 2 tregoni qé 5 | n? —4, 5 | n®* +8n+ 7 dhe 5 | n* — 1.
Problem 1.5. (OMK 2016 - Klasa 9). Vértetoni qé 31 | 5+ 5% + 5% + ... + 52016,
Problem 1.6. Nése a — ¢ | ab + cd, atéheré a — ¢ | ad + be.

Problem 1.7. Gjeni numrin mé té madh té ploté n pér té cilin n + 10 | n3 + 100

Problem 1.8. Tregoni qé nése m dhe n jané numra natyroré té tillé qé mn | m? + n?
atéheré m = n.

Problem 1.9. (KAMO 2022 Klasa 7-8) Gjeni té gjitha dyshet e plota (m,n) ashtu qé

m +n = 3(mn + 10).

1.2 Pjesétuesi mé i Madh i Pérbashkét dhe Algoritmi i Euklidit

Teoremé 4: Algoritmi i Pjesétimit

Pé ¢do dy numra natyroré a, b ekziston njé dyshe unike e numrave té ploté jo-negativ
q,7ashtugqé a=b-g+7rku0<r<hb.

Definicion 1.2. Le té jené a dhe b numra té ploté, jo té dy zero. Le té jeté d numri mé
i madh né bashkésiné e faktoréve té pérbashkét té a dhe b. Themi se d éshté pjesétuesi



mé i madh i pérbashkét i a dhe b, shénuar si pmmp(a,b) = d dhe nganjéheré (a,b) = d.
Ngjashém, mund té definojmé pmmp pér mé shumé se dy numra.

Ushtrim 1.5. Llogarisni pjesétuesin mé té madh té pérbashkét té

e pmmp(6, 10)

e pmmp(1,120)

e pmmp(0, 36)

e pmmp(24, 990, 18)
Né vijim do té spjegojmé njé metodé standarde pér gjetjen e pmmp té dy numrave.
Ushtrim 1.6. Gjeni pmmp(21,54).

Zgjidhje. Do té zbatojmé té ashtuquajturin Algoritém té Euklidit. Fillimisht, nga pjesé-
timi i 54 me 21 kemi

54=2-21412
Nga pjesétimi i 21 me 12 kemi
21=1-12+9
Nga pjesétimi i 12 me 9 kemi
12=1-94+3
Sé fundmi kemi
9=3-34+0.

Sipas algoritmit té Euklidit, mbetja né hapin para se té arrihet mbetja 0 éshté pmmp e 21
dhe 54. Pra pmmp(54,21) = 3. O

Ushtrim 1.7.
(a) Gjeni njé dyshe numrash té ploté (z,y) ashtu qé 760x + 693y = 1.
(b) Sa dyshe té tilla ekzistojné?
Zqjidhge.
(a) Qé té gjejmé njé dyshe (x,y) zbatojmé algoritmin e Euklidit.
760 =1-693 4 67

693 = 10-67 + 23

67 =2-23421
23=1-21+42
21=10-2+1



Nga ekuacioni i fundit kemi 1 = 21 — 10 - 2, nga i parafundit kemi 2 = 23 —1-21. Nése
e vazhdojmé kété proces dhe i bashkojmé shprehjet kemi

1=21-10-2=21-10-(23—-21) =11-21—10-23.

Duke pérdorur 21 = 67 — 2 - 23 kemi
1=11(67—2-23) —10-23 = 11-67 — 32 - 23.
Duke pérdorur 23 = 693 — 10 - 67 kemi
1=11-67—32(693 — 10-67) = 331-67 — 32 - 693.

Pérfundimisht, pérdorim 67 = 760 — 693 kemi

1 =331(760 — 693) — 32 - 693 = 331 - 760 — 363 - 693.
Pra x = 331 dhe y = 363 éshté njé dyshe pér té cilén 760x + 693y = 1.

(b) Ekzistojné pafundésisht shumé dyshe té tilla meqé ekzisojné pafundésisht shumé dyshe
(x,y) ashtu qé 760z = 693y.

]

Rezultati né vijim na lejon té karakterizojmé pér cfare vlera té a ekzistojné dyshe té plota
(x,y) ashtu qé mx 4+ ny = a pér m dhe n té fiksuar.

Teoremé 5: Identiteti i Bézout

Pér ¢farédo dy numra té ploté m dhe n ekzistojné numrat e ploté = dhe y ashtu qé

max + ny = pmmp(m,n).

Vértetim. Ekzistenca e njé dysheje té ploté (x,y) ashtu qé¢ mz + ny = pmmp(m,n) garan-
tohet nga algoritmi i Euklidit si¢ kemi paré mé herét né rastin pmmp(m,n) = 1. ]

Vérejmé ¢é nuk mund té fitojmé ndonjé vleré pozitive mé té vogél se pmmp(m, n) nga
xm + ny. Kjo meqé pmmp(m,n) | m dhe pmmp(m,n) | n implikon qé pmmp(m,n) |
xm + ny pra | pmmp(m, n)| < |zm + ny| nése xm + ny # 0.

Rrjedhim : Identiteti Gjeneral i Bézout

Pér ¢farédo n numra té ploté aq, as, ..., a, ekzistojné numrat e ploté ashtu qé

a1y + asxe + + -+ + apx, = pmmp(a, as, .. ., a,).




Vértetim. Rrjedhimi mund té vértetohet me ané té induksionit té fugishém. Pér ilustrim,
tregojmé qé nga rasti n = 2 mund té fitojmé identitetin e Bézout pér n = 3.

pmmp(ay, az, az) = pmmp(a;, pmmp(ag, az)) = a1x; + cpmmp(az, as)
Pérdorim identitetin e Bézout pérséri dhe kemi
pmmp(ay, as, asz) = r1ay + craas + criaz.

Pra kemi identitetin e Bézout pér n = 3. Ngjashém pérgjithésojmé pér ¢farédo n. Nxénési
inkurajohet ti plotésojé detajet e vértetimit bazuar né kété ide. O

Né vijim, do vértetojmé disa veti té pmmp té cilat do gjejné zbatim pérgjaté kétij materiali.

Ushtrim 1.8. Vértetoni qé nése a | be dhe pmmp(a,b) = 1, kemi a | c.

Teoremé 6

(a) Nése pmmp(a,b) = d atéheré a = da’ dhe b = db’ ku a’ dhe V' jané numra té
ploté dhe pmmp(a’, V') = 1.

(b) Nése = | a dhe z | b, atéheré = | pmmp(a, b).
(¢) pmmp(ca, cb) = c pmmp(a, b).
(d) pmmp(a”,b") = pmmp(a, b)".

)

(e) pmmp(a,b) = pmmp(a,b=+n - a) pér ¢farédo numér té ploté n.®

@Jashézakonisht e dobishme!

Vértetim.

(a) Meqé d | a dhe d | b, kemi a = da’ dhe b = db' ku o', b’ € Z. Mjafton té tregojmé qé
pmmp(a’,b’) = 1. Supozojmé, pér hir té kontradiksionit, q¢ pmmp(a’, ') = ¢ > 1. Né
kété rast kemi a’ = ca” dhe v/ = ¢b” ku o”,b” € Z. Pra duke zévendésuar pér a dhe b
kemi se a = cda” dhe b = ¢db” pra cd | a dhe ed | b. Meqé ¢ > 1, kjo do té thoté se
ged(a, b) > ed > d gé bie né kontradiksion me faktin qé ged(a, b) = d. Pra pmmp(d’, V')
nuk éshté mé e madhe se 1, rrejdhimisht pmmp(a’, 0’) = 1.

(b) Ushtrim

(
(d
(e

Ushtrim

)

c) Ushtrim
)
) Ushtrim



Pér té ilustruar fuqiné e rezultatit (e) nga teorema paraprake, vértetojmeé teoremén né vijim.

Teoremé 7

Nése a,m,n € N, atéheré

Pmmp(am _ 17 a® — 1) _ apmmp(mm) 1

Vértetim. Hint: Pérdorim vetiné (e) nga teorema paraprake dhe identitetin e Bézout pér té
zvogéluar fuqiné e a né pmmp. O

Njé pjesé té madhe té teorisé qé kemi zhvilluar mbi pmmp té numrave té ploté mund
ta gjeneralizojmé né bashkési mé té sofistikuara se Z. Mé poshté, do té diskutojmé
analogun e rezultateve té deritanishme duke zévendésuar numrat e ploté me polinome
me njé ndryshore me koeficienté numra racionalé. Megjithaté, kjo nuk éshté shkalla
mé e larté e pérgjithésimit t€ mundshém. Né fakt, strukturat algjebrike né té cilat
vlen algoritmi i Euklidit nga réndésia fitojné edhe njé emér té veganté. Ato quhen
Domena Euklidiane. Megjithaté, fokusi yné pér tani mbetet né rastin Z dhe Q[x].

1.2.1 Njé Digresion né Polinome

Shénojmé me Q[x] bashkésiné e polinomeve me njé ndryshore me koeficienté numra racionalé.
Pér té zhvilluar teoriné analoge té pmmp pér Q|z] fillojmé me algoritmin e pjesétimit.

Teoremé 8: Algoritmi i Pjesétimit Q[x]

Pér ¢do dy polinome a(x) dhe b(z) me koeficienté numra racionalé ekziston njé dyshe
unike e polinomeve né ¢(z),r(x) € Q[z] ashtu qé a(z) = b(x)q(x) + r(z) ku deg(r) <
deg(b) ose r = 0.

Vértetim. (se shpejti) O

Ushtrim 1.9. Gjeni ¢(z) dhe r(z) ashtu qé (° +32* + 72* + 2 — 1) = (2% — 1)q(x) + r(x)
ku g(x),r(x) € Q[x] dhe deg(r) <2 ose r = 0.

Zgjidhje. (se shpejti) O

Definojmé pjesétuesin mé té madh té pérbashkét té dy polinoeve a(z) dhe b(z) si polinomin
monik me shkallé maksimale qé ndané a(x) dhe b(x). Duke pérdorur algoritmin e pjesétimit
pér Q[x| mund té formulojmé algoritmin e Euklidit pér Q[z] dhe njé pjesé té madhe té teorisé
sé zhvilluar pér Z. Vértetimet jané té ngjashme, dhe mbeten si ushtrime pér nxénésit.



Teoremé 9

Nése a(x) = b(x)q(x) + r(z) ashtu qé deg(r) < deg(b), atéheré pmmp(a(z),b(z)) =
pmmp(r(z), b(x)).

Duhet té kemi kujdes kur pérdorim algoritmin e pjesétimit ose Euklidit pér polinome.
Ndonése pér Q[z] dhe R[z] kéto rezultate vlejné, pér Z[x] nuk kemi té njejtat. Shem-
bull, x + 1,22 + 1 € Z[z] por z + 1 = (2z + 1)q(z) + r(z) pér q(x),r(z) € Z[z] dhe
deg(r) < 1 éshté e pamundur. Pra algoritmi i pjesétimit nuk vlen pér polinome me
koeficienté numra té ploté.

1.2.2 Shuméfishi mé i Vogél i Pérbashkét
Njé nocion komplementar i pmmp éshté ai i shmvp.

Definicion 1.3. Le té jené a dhe b numra té ploté, jo-zero. Le té jeté m numri mé i vogél
natyror ashtu qé a | m dhe b | m. Themi se m éshté shuméfishi mé i vogél i pérbashkét
i a dhe b, shénuar si shmvp(a,b) = m.

Teoremeé 10

Nése a, b jané numra natyroré, atéheré pmmp(a, b) shmvp(a, b) = ab.

Vértetim. Supozojmé qé pmmp(a,b) = d. Mund té themi qé a = da’ dhe b = db’ ashtu qé
pmmp(a’,b') = 1. Meqé ab = d*a’b’ mjafton té tregojmé qé shmvp(a,b) = da’b’. Le té themi
qé m = shmvp(a, b). Duhet té kemi da’ | m pra m = da'k,. Né anén tjetér, meqé b | m kemi
db' | da'ky rrjedhimisht &' | a’k;. Meqé pmmp(a’,d’) = 1, kemi ¢/ | k. Pra &y € N minimal
qé plotéson b’ | ky jep shmvp(a,b) = a't/d. ]

Sé shpejti do té kemi mundési té japim njé argument shumé mé té pastér me ndihmén
e numrave té thjeshté dhe teoremés fundamentale té aritmetikés.

Problemet
Problem 1.10. Tregoni qé pmmp(n,n+ 1) =1 pér ¢do n € N.
Problem 1.11. Duke pérdorur algoritmin e Euklidit gjeni

(a) pmmp(198,240)

(b) pmmp(928, 1286)



(c) pmmp(12345,98760)

(d) pmmp(2328,2184,2604)

Problem 1.12.
Problem 1.13.
Problem 1.14.
Problem 1.15.
Problem 1.16.
Problem 1.17.

Problem 1.18.

jeshtueshme.

Problem 1.19.

Problem 1.20.
Problem 1.21.

Problem 1.22.

Gjeni njé dyshe té numrave té ploté (x,y) ashtu qé 53x + 77y = 1.

Nése pmmp(a, b) = 1, tregoni qé pmmp(a® + b* + ab,a + b) = 1.

Gjeni njé dyshe té numrave té ploté (z,y) ashtu qé 357x 4 469y = 7.
Gjeni njé dyshe té numrave té ploté (z,y) ashtu qé 197z + 131y = 7.
Gjeni njé tresha té numrave té ploté (x,y, z) ashtu qé 21z + 9y + 35z = 1.

Definojmé F,, = 22" + 1 pér n > 0. Gjeni pmmp(F,, F},,).

21 4
(IMO 1959) Tregoni qé pér ¢do n € N thyesa 14n+3 éshté e path-
n

Tregoni qé pér ¢do n € N kemi

pmmp(n! +1,(n+ 1) +1) = 1.
(HMMT 2002) Sa éshté vlera e pmmp(2002 + 2,20022 + 2,20023 +2,...).
Tregoni se a vlen pmmp(a, b, ¢) shmvp(a, b, ¢) = abe.

(ShBA 1972). Tregoni qé

shmvp(a, b, c)? pmmp(a, b, c)?

shmvp(a, b) shmvp(b, ¢) shmvp(c, a) - pmmp(a, b) pmmp(b, ¢) pmmp(c,a)’

1.3 Numrat e Thjeshté

Numrat e thjeshté jané objekti kryesor i studimit né teoriné e numrave. Ata shérbejné si
grimcat elementare nga té cilat té gjithé numrat natyroré ndértohen. Njésoj si né kimi
ku molekula e ujit ndértohet nga dy atome hidrogjeni dhe njé atom oksigjeni, numri 12
ndértohet nga dy faktoré té numrit té thjeshte 2 dhe njé faktor té numrit té thjeshté 3.
Si¢ do shohim gjaté kétij materiali, né shumé rast mjafton té kuptojmé ndonjé aspekt té
numrave té thjeshté pér té fituar veti té numrave natyroré. Pér shembull, pas njé kohe do
té vértetojmé qé ¢do numér natyror mund té paraqitet si shumé e katér katroréve té ploté.
Hapi i paré i kétij vértetimi éshté observimi se mjafton ta vértetojmé kété veti pér numra té
thjeshté. Fillimisht duhet té definojmé se ¢ka jané numrat e thjeshté.

Definicion 1.4. Njé numér natyror p > 2 quhet i thjeshté nése faktorét e vetém natyroré
té tij jané 1 dhe p.

Ushtrim 1.10. Gjeni 10 numrat e paré té thjeshté.
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Definicion 1.5. Nje numér natyror n > 2 quhet i pérbéré nése nuk éshté i thjeshté.
Vérejmé qé nése n éshté i pérbéré ekzistojné dy numra té thjeshte p; dhe p, (jo detyrimisht
té ndryshém) ashtu qé p1ps | n. Nga ky observim kemi qé nése n éshté numér i ploté, n ka
njé faktor té thjeshté jo mé té madh se \/n (plotésoni detajet e implikimit).

Ushtrim 1.11. Nése p éshté numér i thjeshté dhe p | ab, atéheré p | a ose p | b.

Zgjidhje. Supozojmé qé p 1 a. Meqé faktorét e vetém natyroré té p jané 1 dhe p, nga supozimi
kemi pmmp(a,p) = 1. Nga identiteti i Bézout kemi ax + py = 1 pér ndonjé dyshe z,y € Z.
Shumézojmé té dy anét e barazimit me b dhe kemi

abx + pyb =b

Meqé p | ab dhe p | p, kemi p | abz + pyb. Pra p | b. Rrjedhimisht, p duhet té ndajé njérin
nga a dhe b. O]

Ushtrim 1.12. Nése p | a", atéheré p | a.
Zgjidhge. (ushtrim) O

Mé poshté shohim numrat e thjeshte né mesin e 100 numrave té paré natyroré.

Primes. jpeg

Nese vazhdojme edhe pas 100 shohim se numrat e thjeshté rrallohen. Por rezultati né vijim
tregon gé ata asnjéheré nuk mbarojné. Ky rezultat éshté vértetuar nga Euklidi rreth vitit
300 BC. Vértetimi i késaj teoreme éshté njé nga aplikimet mé té njohura té kontradiksionit.

Teoremé 11: (Euklid, 300 BC)

Ekzistojné pafundésisht shumé numra té thjeshté.

Zgndhje. Supozojmé, pér hir té kontradiksionit, qé ekziston njé bashkési e fundme S =
{p1, P2, ..., Pn} Q€ pérmban té gjithé numrat e thjeshté. Konsiderojmé numrin k = p1py ... p,+
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1. Meqé ged(k,p;) = 1 kemi p; 1 k pér ¢do i € {1,2,...,n}. Pra duke pérdorur supozimin
kemi gé asnjé numér i thjeshté nuk éshté faktor i k. Duke gené se k > 1 kemi kontradiksion.
Pra ekzistojné pafundésisht shumé numra té thjeshté. n

Njé gabim klasik né argumentin mé larté éshté konkludimi qé k éshté i thjeshté meqé
nuk ka asnjé faktor né S. Kjo megjithaté nuk vlen detyrimisht. Konsiderojmé n = 6
dhe kemi £k = 2-3-5-7-11-13 + 1 = 30031. Por 30031 nuk éshté i thjeshté
(30031 = 59 - 509).

Ideja e konstruktimit té k£ mé lart do té paraqgitet edhe né té ardhmen si¢ do té shohim
sé shpejti.

Meqé bashkésia e numrave té thjeshté éshté e pafundme, éshté e natyrshme té pyesim lid-
hur me shpérndarjen e numrave té ploté. Njé pjesé té madhe té kétyre pyetjeve kérkojné
aparaturé té avancuar nga teoria e numrave analitike té cilén nuk do mund ta zhvillojmé
né kété material. Njé pjesé tjetér e pyetjeve géndrojné té pazgjidhura pér gindra vite. Pér
shembull, konjektura e té thjeshtéve binjaké éshté njé problem i tillé. Dy numra té thjeshté
quhen binjaké nése kané distancé 2 mes vete. Konjektura e té thjeshtéve binjaké thoté se
ekzistojné pafundésisht dyshe té tilla. Ky problem mbetet ende i hapur. Megjithaté, ne do
té konsiderojmé té kundértén e kétij problemi. Né vend se té kéerkojmé distancé té vogél mes
numrave té thjeshté, ushtrimi né vijim tregon qé distanca mes numrave té thjeshté mund té
jeté arbitrarisht e madhe.

Ushtrim 1.13. Vértetoni qé pér ¢do n mund té gjejmé n numra t€ njépasnjéshém qé jané
té pérbéré.

Zgjidhje. Konstruktimi mé i natyrshém pérdor si "bazé" njé numér me shumé faktoré. Nése
marrim (n + 1)!' + 2 si numrin e paré, n numrat e njépasnjéshém jané:
n+)!+2,(n+1)!+3,...,(n+ 1)+ (n+1).

O

Teorema né vijim formalizon analogjiné mes numrave té thjeshté dhe llojeve té atomeve.
Njésoj sikur teorema mbi pafundésiné e numrave té thjeshté, teorema né vijim pér heré té paré
vértetohet nga Euklidi né librin "Elementet", ndonése né shkallé mé té ulét té gjeneralitetit.

Teoremé 12: Teorema Fundamentale e Aritmetikeés

(Cdo numér natyror mé té madh se 1 mund té shénohet si prodhim i numrave té
thjeshté. Pér mé tepér, kjo paraqitje éshté unike.
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Pra ¢do n > 1 mund té shénohet si n = p{"ps? ... p* né ményré unike ku p; jané té thjeshté

dhe o4, € N.

Vértetim. (Teknik) Vértetimi pérmban dy pjesé: ekzistencén e njé paraqitjeje si produkt
i fugive té numrave té thjeshté dhe unicitetin e késaj paraqitje. Fillojmé duke vértetuar
ekzistencén. Pérdorim induksionin e fuqishém né n. Rasi bazé: n = 2 pér té cilin ekziston
njé paraqitje si produkt i fugive té thjeshta (2 = 2).

Hipoteza induktive: Supozojmé qé ekzistenca vlen pér n = 2,3, ... k.

Nése k+ 1 éshté i thjeshté, induksioni kompletohet. Supozojmé qé k+ 1 nuk éshté i thjeshté.
Atéheré ekziston njé numér i thjeshté p ashtu qé p | k+1. Prak+1= A-p. Meqé A < k+1,
nga hipoteza induktive kemi se ekziston njé paraqitje e A si prodhim i fugive té numrave
té thjeshté. Rrjedhimisht ekziston njé paraqitje e k + 1 si prodhim i fugive té numrave té
thjeshté. Pra, me ané té induksionit, kemi vértetuar ekzistencén e njé paraqitje si prodhim
i fugive té numrave té thjeshté pér ¢do numér natyror.

Né ményré qé té tregojmé unicitetin e paraqitjes, supozojmé qé n = pi*...pp* dhe n =
q'flqu ) ..qtﬁt. Le té themi se p; < ps < ... < pr dhe ¢ < ¢ < ... < q;. Meqé

P =g

kemi p; | qllqu . .qf " dhe ¢ | p*...pg* duhet té kemi qé p; = ¢1. Rrjedhimisht edhe
a1 = (1. Ngjashém edhe pér p; = ¢; fitojmé qé dy paraqitjet jané identike. n

Vetia e faktorizimit unik né elemente té thjeshté pérgjithésohet edhe né unaza
(lexo:bashkési) té tjera pérve¢ Z. Kéto quhen Domena Faktorizimi Unik. Njé
rezultat né teoriné e unazave tregon qé ¢do domené Euklidiane éshté domené faktor-
izimi unik.

Ushtrim 1.14. Supozojmé qé 3n — 4, 4n — 5 dhe 5n — 3 jané numra té thjeshté. Gjeni n.

Zgjidhje. Vérejmé qé shuma e tre numrave éshté 12n — 12. Pra shuma éshté numeér cift.
Meqé ekziston vetém njé numér i thjeshté cift, kemi qé njéri nga 3n — 4, 4n — 5, ose Hhn — 3
éshté 2.
Nése bn — 3 = 2, kemi n = 1 por né kété rast 4n — 5 = —1 gé nuk éshté numér i thjeshté,
pra 5n — 3 # 2.

7 35
Nése4n—5:2kemin:Z—1 por5n—3:z—3¢N. Pra 4n — 5 # 2.
Nése 3n — 4 = 2, atéheré n = 2. Né kété rast 4n — 5 =5 dhe 5n —3 =7. Pran = 2. O

n n
Ushtrim 1.15. Gjeni numrin mé té vogél natyror n ashtu qé 5 éshté katror i ploté dhe 3

éshté kub i ploté.

Zgjidhje. Le té themi se g = a? dhe % = b®. Nga kéto relacione kemi n = 2a? dhe n = 3b°.

Nga relacioni i pari kemi 2 | n dhe nga relacioni i dyté kemi 3 | n.
Pra n = 6n; dhe kemi 3n; = a? dhe 2n; = b®. Nga kéto relacione kemi 3 | a*> = 3 | a dhe
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2|0°=21b.

Pra mund té shénojmé a = 3a; dhe b = 2b; dhe kemi 3n; = 9a? = n; = 3a? dhe 2n; =
803 = my = 4b3. Nga kéto relacione kemi 3 | ny dhe 4 | n;.

Pra ny = 12ny dhe kemi 12n, = 3a% dhe 12n, = 4b:f. Pra 4ns = a% dhe 3nq = b:f‘ ge implikon
sed|a?=2]|a* dhe 3|03 =3]b;.

Pra a; = 2ay dhe by = 3by. Rrjedhimisht, 4ny, = 4a3 = ny = a3 dhe 3ny = 2763 = ny = 903.
Pra ny = 9n3 dhe kemi 9n3 = a3 dhe 9nz = 9b3. Marrim a, = 3az dhe pérfundimisht kemi
nz = a3 dhe nz = b3.

Pér ¢do n3 qé éshté njékohésisht katror dhe kub i ploté (pra fuqi e gjashté) fitojmé njé n
ashtu qé g éshté katror i ploté dhe n éshté kub i ploté. Meqé kérkojmé n mé té vogél natyror

mé kété veti, marrim n3 = 1 dhe fitojmé ny = 9, n; = 12-9 = 108, dhe n = 6-108 = 648. [

Teorema fundamentale e aritmetikés na lejon té ri-interpretojmé disa nga konceptet e prezen-
tuara deri tani. Pér shembull, nése kemi n = p{'p5*...p,* dhe m = p11p§2 . .pf’“ ku 5; >0
dhe p; jané té ndryshme (keni parasysh qé pér ¢farédo m,n € N paraqitja si mé lart éshté e
mundur), atéheré

min{al,ﬂl}p;nin{ag,ﬁg} - 'p?in{ak,ﬁk}

pmmp(m,n) = p;

dhe

maX{a1,ﬂ1}pr2naX{a2,62} B 'pzlaX{ak,Bk}

shmvp(m,n) = p,
Me kété paraqitje vértetimi i teoremés 10 éshté i drejtpérdrejté meqé «o; + 5; = max{ay, B;} +
min{a, B;}.

Ushtrim 1.16. (KAMO 2021 7-8) Pér njé numér natyror n # 1 shénojmé me a,, faktorin

mé té madh té numrit n ashtu qé a,, # n dhe me b,, faktorin mé té vogél natyror té numrit

n ashtu qé b, # 1. Gjeni té gjithé numrat natyroré n pér té cilét vlen g =1T.

Zgjidhje. O

Ushtrim 1.17. Tregoni qé

nuk éshté numér i ploté pér n > 1.

Zgjidhje. Le té jeté k € Z ashtu qé 28 < n < 21 Le té jeté m shmvp i numrave
1,2,3,...,28 =12 +1,....n (pra m numrave té paré natyroré pérveg 2’“). Shumézojmé

S=1+ 5 + -+ 4+ — me m nga té dyja anét e barazimit dhe kemi
n

m m
mS =m+ — 4+ —

2 n
. Né anén e djathté té ekuacionit secili mbledhor éshté natyror pérveg g (nga ményra si
kemi definuar k). Pra mS ¢ Z, rrjedhimisht S ¢ Z. ]

*Duhet té kemi kujdes. 4 | a? nuk implikon 4 | a; por vetém 2 | a;

14



Ushtrim 1.18. Le té jeté p(z) = a,2" + ap_12" ' + - - - + ap polinom me koeficienté té ploté
ashtu qé pér katér vlera té ndryshme té plota xy, x5, x3, x4 kemi p(x;) = 5 péri € {1,2,3,4}.
Tregoni gé nuk ekziston asnjé numér i ploté pér té cilin polinomi merr vlerén 12.

Zgjidhje. Meqé p(x;) = 5, kemi

p(z) =5 = (x = 21)(z — 22) (2 — x3) (2 — x4)q() (1)

Supozojmé, pér hir té kontradiksionit, qé p(z) = 12 pér z € Z. Zévendésojmé z = z né
ekuacionin 1 dhe kemi

p(z2) =5=12=-5=(z—x1)(2 — x2) (2 — x3)(2 — x4)

Pra kemi qé 12—5 = 7 éshté prodhim i katér numrave té ndryshém™ té ploté, por nga teorema
fundamentale e aritmetikés kemi se maksimalisht 7 mund té jeté prodhim i tre numrave té
ndryshém té ploté (7= (—1)-1-(—7)). Pra kemi kontradiksionin e déshiruar. O

Ushtrim 1.19. Gjeni té gjithé numrat natyroré n ashtu qé 28 + 21 +2" éshté katror i ploté.

Zgjidhje. Supozojmé qé ekziston njé k € Z ashtu qé 28 + 211 + 2" = k2. Meqé 28 + 21! = 482
kemi
2" +48% = k?
Rrjedhimisht
2" = (k — 48)(k + 48).

Nga teorema fundamentale e aritmetikés kemi qé k —48 dhe k£ +48 kané vetém fuqi té numrit
2 né dekompozimin e tyre né numra té thjeshté. Pra k—48 = 2 dhe k+48 = 2° kut+s = n.
Zbresim ekuacionin e paré nga i dyti dhe kemi k + 48 — (k — 48) = 25 — 2'. Pra

96 = 2° — 2
Nga ky ekuacion kemi qé 2! < 96. Pra mjafton té shqyrtojmé vlerat e t mé té vogla se 7.
Zgjidhja e vetme éshté t = 5 dhe s = 7 pér té cilén kemi k£ = 80 dhe n = 12. O
Problemet

Problem 1.23. Verifikoni gqe ¢do numér n i tillé qé 1 < n < 30 dhe pmmp(n,30) = 1 éshté
i thjeshté.
Shénim: 30 éshté numri mé i madh me kété veti.

Problem 1.24. Themi se dy numra jané relativisht té thjeshté nése pmmp(a, b) = 1.
Nése a dhe b jané relativisht té thjeshté dhe ab éshté katror i ploté, atéheré a dhe b jané
katroré té ploté.

Problem 1.25. Tregoni ¢é né ¢do nénbashkési e {1,2,...,100} me 51 elemente pérmban
dy elemente relativisht té thjeshté njéri-me-tjetrin.

*Pra fakti qé x; jané té ndryshém éshté esencial.
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Problem 1.26. Tregoni qé ekzistonjé pafundésisht numra té thjeshté té formés 3k + 2.

Problem 1.27. Tregoni qé pérveg treshes (0,0,0) nuk ekziston asnjé treshe e numrave té

ploté (a, b, ¢) ashtu qé
a+bvV2+ V3 =0.

Problem 1.28. Tregoni qé

S=1+ ! + ! +---+ !
35 2n — 1
nuk éshté numeér i ploté pér n > 1.
Problem 1.29. Le té jeté n > 2 dhe a4,...,a, numra té ploté jonegativ. Supozojmé qé

ekziston njé numér i thjeshté p dhe njé numér natyror h ashtu qé p" | a; pér ndonjé i dhe
p"ta; pér ¢do j # i. Tregoni qé

nuk éshté numeér i ploté.

Problem 1.30. Tregoni qé prodhimi i katér numrave natyroré té njépasnjéshém nuk mund
té jeté katror i ploté.

Problem 1.31. Nése n > 1, atéherd n® + n* + 1 nuk éshté i thjeshté.

Problem 1.32. Themi se né toké zbresin disa aliené nga Marsi dhe tregojné qé ata né
vend té numrave natyroré, pérdorin bashkésiné E ku béjné pjesé vetém numrat ciftéf. Pra
E = {0,2,4,6,...}. Le té themi se njé numér a € E éshté i E-thjeshté nése nuk mund té
shénohet si prodhim i dy numrave né E.

(a) Gjeni té gjithé numrat qge jané té E-thjeshte.

(b) Jepni analogun e teoremés fundamentale té aritmetikés pér bashkésiné E dhe numrat
e E-thjeshté. A vlen ekzistenca e njé pérfagésimi? A vlen uniciteti?

(c¢) Gjeni numrin mé té vogél né E qé ka 4 pérfagésime té ndryshme si prodhim i numrave
té E-thjeshté.

(d) Cilét numra kané saktésisht njé pérfaqésim si prodhim i numrave té E-thjeshté?

Problem 1.33. Cili éshté numri mé i madh ¢ift i cili nuk mund té paraqitet si shumé e dy
numrave té pérbéré teke.

tNjé shembull i famshém i kétij lloji éshté dhéné nga matematikani David Hilbert ku bashkésia pérmban
numrat e formés 3k + 1. Si ushtrim shtesé mund ti mendoni pjesét (a),(b),(c) dhe (d) edhe pér até bashkési
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Problemi mé lart i ngjason njérit nga problemet mé té famshme dhe vjetra né teoriné
e numrave - konjekturés sé Goldbahut. Né vitin 1742 matematikani Gjerman Kristian
Goldbah hamendésoi se ¢do numér ¢ift mé i madh se 2 mund té paraqitet si shumé e
dy numrave té thjeshté. Ky problem mbetet ende i pazgjidhur.

1.4 Disa Rregulla té Plotpjesétueshmeérisée

Le té jeté a,a, 1..-ap representimi decimal i numrit a (a; jané shifra té numrit a).

Veértetim.

(a) Vérejmé qé @na,_1...ap = 10 - @pap_1 .- ar + Gp_1ar_2 ... ao. Meqé 2% | 10* kemi qé
k| o———————— k
28 | apa, 1 - ag < 2" | ax_1ax_2 .- ap.

(b) Ngjashém si né pjesén (a).

(c) Vérejmé qé anpay,_1-.-ag = Z 10°a;. Meqé 10° ka mbetje 1 kur pjestohet me 3, kemi
i=0
gé mbetja e a,a,_1 ...ay pas pjesétimit me 3 éshté mbetja e a,, + a,_1 + - - - + ag pas
pjesétimit me 3.

(d) Meqé mbetja e 10° pas pjesétimit me 11 éshté 41 duke alternuar, si né rastin (c) fitojmé
rezultatin e kérkuar.

]

Né modulin 2 do té zhvillojmé aparaturé qé na lejon té formalizojmé mé lehté vérte-
timet e pjeséve (c) dhe (d).

Ushtrim 1.20. Gjeni X dhe Y nése 8 dhe 9 ndajné X1989Y

Zgjidhje. o
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Ushtrim 1.21. Gjeni XY, dhe Z nése 3,5,8, dhe 11 ndajné 2X4Y Z

Zgjidhge. O]

1.5 Funksionet Multiplikative Tau dhe Sigma

Nga tani e tutje, kur themi pjestues nénkuptojmé pjestues natyror. Kur flitet pér
pjestues potencialisht jo-natyroré, themi pjestues té ploté.

Teoremeé 14

Le té n = pi'p5*...pp* faktorizimi né numra té thjeshté i numrit n. Shénojmé me
7(n) numrin e pjestuesve natyroré n, atéheré 7(n) = (a3 + 1)(ag + 1) ... (o + 1).

Vértetim. O
Ushtrim 1.22. Nése n = p{'p5?...pp*, sa pjestues té ploté ka n?

Zgjidhje. O]
Ushtrim 1.23. Gjeni té gjithé pjestuesit e ploté té numrit 72.

Zgjidhje. o
Ushtrim 1.24. Gjeni prodhimin e pjestuesve natyroré té 2520.

Zgjidhge. O]

Pér ¢do numér natyror n kemi

7(n)
Hd:n 2 .

dln

Vértetim. ]

Si¢ edhe pamé nga teorema 14, numri i pjestuesve té n, varet nga numri i faktoréve té
thjeshté té n dhe jo drejtpérdrejté nga madhésia e n. Megjithaté, madhésia e n mund té
pérdoret té na jap njé kufi té sipérm té vlerés 7(n).
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Pér ¢do n € N kemi

Vértetim. O

Le té jeté n = p*py? ... pg* faktorizimi né numra té thjeshté i numrit n. Shénojmé
me o(n) shumén e té gjithé pjestuesve natyroré té n, atéheré

aj+1 1 o 1 ap+1 1
p1—1 p2— 1 pr— 1
Vértetim. O

Ushtrim 1.25. Gjeni shumén e pjestuesve natyroré té numrit 1,683, 000.
Zgjidhje. O]
Ushtrim 1.26. Gjeni shumén e pjestuesve (natyroré) ¢ifté té numrit 10000.

Zqjidhge. N

Problemet
Problem 1.34. Llogarisni 7(2" - 3), o(2" - 3).

Problem 1.35. Nése zgjedhim njé pjestues natyror té 1070 rastésisht sa éshté gjasa qé ky
numér té jeté pjestues i 10°°7?

Problem 1.36. Gjeni té gjithé n ashtu qe o(n) = 56.
Problem 1.37. Gjeni té gjithé n ashtu qé 7(n)o(n) = 12.
Problem 1.38. Gjeni té gjithé n ashtu qé 7(n)o(n) = 20.
Problem 1.39.

(a) Tregoni qé nése n éshté numér i thjeshté, n | 7(n)o(n) + 2. Nuk dihet nése ekziston
ndonjé n > 4 i pérbéré qé plotéson kété veti.

(b) Tregoni qé nése n éshté numér i thjeshté, n | 7(n)o(n) — 2. Gjeni njé numér té pérbéré
qé plotéson kété veti.
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1.6 Njé Digresion Lidhur me Konvolucionin e Dirileut

1.7 Probleme Sfiduese pér Modulin 1

. pmmp(m, n) (m

Problem 1.40. Supozoni qé m > n > 1, tregoni qé ) éshté numeér i ploté.
n

Problem 1.41. Gjeni numrat natyroré n ashtu qé n plotépjestohet nga ¢do numér natyror
mé i vogél ose baraz me /n.

Problem 1.42. (APMO 2004) Gjeni té gjitha bashkésité (jo té zbrazéta) té fundme S me
elemente numra natyroré ashtu qé
t+ 7
ged(i, j)

pér ¢do ¢ dhe j (jo meodoemos té ndryshmé) né S.

es

Problem 1.43. Le té jeté n njé numér natyror. Themi se njé numér natyror m ka vetiné
Punése Vk € {1,2,...,m—1}, % > # Tregoni qé ekzistojné pafundésisht shumé numra
me vetiné P.

Shenim: Matematikani Hungarez Paul Erdos né njé publikim té vitit 1944 definon numrat
me vetiné P si "Superabundant numbers”.

Problem 1.44. (IMO 2002/P4)

Problem 1.45. (IMO 1998/P4) Gjeni té gjitha dyshet e numrave natyroré (a,b) ashtu qé

ab® +b+ 7| a* +a+Db.

2 Moduli 2

Deri tani kemi zhvilluar teknika qé na lejojné té flasim pér plotpjestueshméri. Pra krejt né
fillim kemi treguar qé nése a | b dhe a | ¢, atéheré a | b+ c. Do mundohemi qé kété ide ta
pérgjithésojmé né kété modul. Pra né vend se té marrim pérfundime vetém pér kombinimet
lineare té numrave gé kané mbetje 0, do té konsiderojmé edhe kombinimet lineare té numrave
gé kané mbetje jo-zero. Né ményré gé té mbajmé llogari pér mbetjet jo-zero, na duhet té
zhvillojmé idené e aritmetikés modulare.

3 Metodat e Vertetimit

3.1 Induksioni Matematik

Teoremé 3.1. Le te jete P(n) nje pohim per variablen n.Atehere nese
e P(1) eshte i sakte dhe

e nese P(n) eshte i sakte atehere edhe P(n + 1) eshte i sakte kemi qe P(n) vlen per cdo
numer natyror n.
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Problem 3.2. Vertetoniqe 1 +3+5+ ...+ (2n — 1) = n? per cdon € N

Problem 3.3. Vertetoni qe 2" > n? per cdo n > 5

Problem 3.4. Vertetoni ge nje bashkesi me n elemente ka 2" nenbashkesi.

Teoremé 3.5. Le te jete P(n) nje pohim per variablen n.Atehere nese
e P(1),P(2),..., P(k) eshte i sakte dhe

e nese P(n) eshte i sakte atehere edhe P(n + k) eshte i sakte kemi qe P(n) vlen per cdo
numer natyror n.

Problem 3.6. Vertetoni qe ekuacioni x? + y* = 2" ka zgjidhje (z,y,2,n) € N* per cdo
numer natyror n.
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Problem 3.7. Vertetoni qe 9 | n® + (n + 1)* 4+ (n + 2)® per cdon € N

Problem 3.8. Tregoni qe per cdo numer natyror n > 2 numrat e formes 22" + 1 mbarojne
me shifren 7.

Problem 3.9. (USAMO 2003) Vertetoni ge per cdo numer natyror n ekziston nje numer
n-shifror shumefish i 5" shifrat e te cilit jane te gjitha teke.

Problem 3.10. Vertetoni qe ekzistojne pakufi shume numra natyror gqe nuk permbajne
shifren 0 dhe qge plotepjesétohen nga shuma e shifrave te tyre.
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